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概要
ここではサポートベクトルマシン (SVM)について説明を行う。この手法はカーネ
ルトリックを使うことにより、線形的な計算で非線形な判別や回帰ができるという
興味深い特徴を持っている。

目次：
1. サポートベクターマシン (SVM)

1.1 ハードマージン SVM
1.2 ソフトマージン SVM
1.3 カーネルトリック
1.4 解法 (SMO)

2. サポートベクター回帰 (SVR)

記号の使い方：
A := B は、Bで Aを定義する、Bを Aに代入することを意味する
[n]は nまでのインデックスの集合を表し [n] := {1, 2, · · · , n}
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サポートベクターマシン
カーネルトリックによって、線形的な計算で非線形的な判別や回帰が可能
講義では 2クラスの判別問題、回帰の順で扱う。
データ： {(xd, yd)}d∈[D], xd ∈ Rn, yd ∈ {1,−1}
※式がきれいな形になるため、yd は ±1で考える

Figure: https://www.cis.doshisha.ac.jp/ mjin/R/31/31.html
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線形判別
xd と超平面 {x | wTx+ b = 0}との距離：

|wTxd + b|
∥w∥

説明：
xd の超平面上への射影点を x̃d とする{

wT x̃d + b = 0

xd − x̃d = α
w

∥w∥

これを解くと

α =
wTxd + b

∥w∥

全てのデータ点に対する最小距離（の２倍）をマージンと呼ぶ
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ハードマージン SVM

マージンを最大化する超平面を求める。

max
w,b

min
d∈[D]

yd(w
Txd + b)

∥w∥

これは次の連続最適化問題 1 と等価（理由は次のスライド）

min
w,b

1

2
wTw

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1 (d ∈ [D]).

最適解を w∗, b∗ とする．

判別法： 超平面 {x | w∗Tx+ b∗ = 0}の右か左かで判別

y =

{
1 (w∗Tx+ b∗ ≥ 0)

−1 (w∗Tx+ b∗ ≤ 0)

1s.t. は subject to の略で制約条件を意味する。
中田和秀 (Science Tokyo) サポートベクターマシン 5 / 38



等価であることの説明

max
w,b

min
d∈[D]

yd(w
Txd + b)

∥w∥

⇐⇒


max
w,b,t

t

s.t.
yd(w

Txd + b)

∥w∥
≥ t (d ∈ [D]).

⇐⇒


max
w,b,t

t

s.t.
yd(w

Txd + b)

∥w∥
≥ t (d ∈ [D]),

∥w∥t = 1.

⇐⇒

{
max
w,b

1/∥w∥

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1 (d ∈ [D]).

⇐⇒

 min
w,b

1

2
wTw

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1 (d ∈ [D]).
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行列を使った表現

min
w,b

1

2
wTw

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1 (d ∈ [D]).

X =


xT

1

xT
2

...
xT

D

 ∈ RD×n, e =


1
1
...
1

 ∈ RD, Y =


y1 0

y2
. . .

0 yD

 ∈ RD×D.

Hard-SVM 主問題
min
w,b

1

2
wTw

s.t. Y (Xw + eb) ≥ e.
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双対問題
この最適化問題は凸２次計画問題

目的関数は凸２次関数
制約条件は線形不等式

Hard-SVM 双対問題
max
α

−1

2
αTY XXTY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
α ≥ 0.

双対問題
双対問題の双対問題は元の問題（主問題）
主問題と双対問題の最適値は等しい
一方の問題の最適解からもう一方の問題の最適解を構築可能
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双対問題の導出

ラグランジュ関数： L(w, b,α) =
1

2
wTw +αT (e− Y (Xw + eb))

ラグランジュ双対の内側の最適化問題： min
w,b

L(w, b,α)

制約なしの凸最適化問題なので、最適解の必要十分条件は次のもの。
∇wL(w∗, b∗,α) = w∗ −XTY α = 0,

∇bL(w
∗, b∗,α) = αTY e = 0.

よって、w∗ = XTY α だと分かる。これを代入すると

L(w∗, b∗,α) = −1

2
αTY XXTY α+αTe

αTY e = 0は yTα = 0であるため、双対問題は

max
α

−1

2
αTY XXTY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
α ≥ 0.
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ソフトマージン SVM

ハードマージン SVMでは、線形分離可能でないと解が存在しない。
ペナルティをつけて、線形分離可能でないデータについても判別を行う

ハードマージン SVM：
min
w,b

1

2
wTw

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1 (d ∈ [D]).

ソフトマージン SVM：
min
w,b,s

1

2
wTw + C

∑
d∈[D]

sd

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1− sd (d ∈ [D]),

sd ≥ 0 (d ∈ [D]).

C > 0はペナルティの重みを意味する定数
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ソフトマージン SVMの解釈
sd (d ∈ [D])に関する制約条件を整理すると

sd ≥ 1− yd(w
Txd + b)

sd ≥ 0

最適化問題では，sd の和を小さくするため

s∗d = max{1− yd(w
Txd + b), 0}

よって、次の最適化問題となる。

min
w,b

1

2
∥w∥2 + C

∑
d∈[D]

max{1− yd(w
Txd + b), 0}

L(y, ŷ) = max{1− ydŷd, 0}とすると，
正則化項つき学習とみなせる
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教師あり学習のフレームワークとの関係

予測器
パラメタは w, b

ŷ = wTx+ b

誤差関数
ヒンジ損失

L(y, ŷ) := max{1− yŷ, 0}

y ∈ {−1, 1}：目標, ŷ ∈ R：予測値

正則化項つき学習
min
w,b

∑
d∈[D]

L(yd,w
Txd + b) +

1

2C
∥w∥2
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ソフトマージン SVMの行列表現
ソフトマージン SVM：

min
w,b,s

1

2
wTw + C

∑
d∈[D]

sd

s.t. yd(w
Txd + b) ≥ 1− sd (d ∈ [D]),

sd ≥ 0 (d ∈ [D]).

Soft-SVM 主問題
min
w,b,s

1

2
wTw+CeTs

s.t. Y (Xw + eb) ≥ e−s,
s ≥ 0.

赤字（下線）の部分がハードマージン SVMとの違い
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双対問題
双対問題を作ると次のようになる。

Soft-SVM 双対問題
max
α

−1

2
αTY XXTY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
0 ≤ α≤ Ce.

赤字（下線）の部分がハードマージン SVMの双対問題との違い
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双対問題の導出１
ラグランジュ関数：

L(w, b, s,α,β) =
1

2
wTw + CeTs+αT (e− s− Y (Xw + eb))− βTs

ラグランジュ双対の内側の最適化問題： min
w,b,s

L(w, b, s,α,β)

制約なしの凸最適化問題なので、最適解の必要十分条件は次のもの。
∇wL(w∗, b∗, s∗,α,β) = w∗ −XTY α = 0

∇bL(w
∗, b∗, s∗,α,β) = αTY e = 0

∇sL(w
∗, b∗, s∗,α,β) = Ce−α− β = 0

より、
w∗ = XTY α

αTY e = 0

α+ β = Ce

が得られる。
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双対問題の導出２
これを、ラグランジュ関数に代入すると、

L(w∗, b∗, s∗,α,β) = −1

2
αTY XXTY α+αTe

である。αTY e = 0は yTα = 0であるため、双対問題は次のようになる。

max −1

2
αTY XXTY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
α+ β = Ce,
α,β ≥ 0,

ここで、α+ β = Ce, α,β ≥ 0 は 0 ≤ α ≤ Ce と書き換えることができる
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高次元空間への写像

入力空間を高次元の特徴空間に写像して、その特徴空間上で線形判別
写像 ϕ : Rn → V を使って、xd の代わりに ϕ(xd)に対して線形判別を行う。
元の空間 Rn でみると非線形な判別となる

Figure: https://axa.biopapyrus.jp/machine-learning/svm/kernel-svm.html
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Soft-SVM

X :=


xT

1

xT
2

...
xT

D

 の代わりに X̃ :=


ϕ(x1)

T

ϕ(x2)
T

...
ϕ(xD)T

 を使う

Soft-SVM

主問題　 min
w,b,s

1

2
wTw + CeTs

s.t. Y (X̃w + eb) ≥ e− s,
s ≥ 0.

双対問題　 max
α

−1

2
αTY X̃X̃

T
Y α+ eTα

s.t. yTα = 0,
0 ≤ α ≤ Ce.
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カーネルトリック

行列K := X̃X̃
T は半正定値

Kij := ϕ(xi)
Tϕ(xj)

Kij さえ定まれば、ϕ(x)を陽に計算しなくてよい

カーネル関数 Ker : Rn × Rn → Rを先に決め、次の計算でK を構成する。

Kij := Ker(xi,xj) (i, j ∈ [D])

カーネルの例
Ker(x,x′) := xTx′ 線形カーネル
Ker(x,x′) := (xTx′ + 1)d (d ∈ N) 多項式カーネル
Ker(x,x′) := exp{−γ∥x− x′∥2} RBFカーネル、ガウシアンカーネル

※ カーネルトリックの詳細については、「カーネル法」のスライドで説明している
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カーネル付き双対問題

Soft-SVM 双対問題（カーネル付き）
max
α

−1

2
αTY KY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
0 ≤ α ≤ Ce.

ただし、Kij = Ker(xi,xj) (i, j ∈ [D])

最小化問題にすると目的関数は凸２次関数
制約条件は線形の不等式条件
凸２次計画問題

汎用解法：　有効制約法や内点法
SVM用の解法：　 SMO(Sequential Minimal Optimization) 後述する
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判別方法

予測器
xの判別：

y =

{
1 (w∗Tϕ(x) + b∗ ≥ 0)

−1 (w∗Tϕ(x) + b∗ ≤ 0)

ただし、

(w∗)Tϕ(x) =
∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,x)

b∗ = yj −
∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,xj) (0 < α∗

j < C に対して)
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説明

(w∗)Tϕ(x) = (XTY α∗)Tϕ(x) =

 ∑
d∈[D]

ϕ(xd)ydα
∗
d

T

ϕ(x)

=
∑
d∈[D]

ydα
∗
dϕ(xd)

Tϕ(x) =
∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,x)

最適性条件
αT∇αL(w, b, s,α,β) = αT (e− s− Y (Xw + eb)) = 0

⇐⇒ αd(1− sd − yd(ϕ(xd)
Tw + b)) = 0 (d ∈ [D])

βT∇βL(w, b, s,α,β) = βTs = 0

⇐⇒ βdsd = 0 (d ∈ [D])

0 < α∗
j < C のとき、α∗

j , β
∗
j > 0 である。

このとき、1− sj − yj(ϕ(xj)
Tw∗ + b∗) = 0, sj = 0より，

b∗ = yj − ϕ(xj)
Tw∗ = yj −

∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,xj)
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サポートベクター

(w∗)Tϕ(x) =
∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,x)

b∗ = yj −
∑
d∈[D]

ydα
∗
dKer(xd,xj)

判別に当たって、α∗
d ̸= 0となるデータ点 (xd, yd)のみが影響を与える。

これらのデータ点をサポートベクターと呼ぶ。
マージンを規定している点
ハードマージン制約を違反している点

疎性（影響のないデータ点）があることが、
計算効率の上で大きな役割
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様々なカーネルの判別面
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ガウシアンカーネルの判別面
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SVMの解法
Soft-SVM 双対問題の解法： SMO (Sequential Minimal Optimization)

Soft-SVM 双対問題（カーネル付き）
max
α

−1

2
αTY KY α+ eTα

s.t. yTα = 0,
0 ≤ α ≤ Ce.

αの２変数以外を固定した最適化問題を考える。α′ :=

(
αi

αj

)
2変数の 2次計画問題

max
α′

−1

2
(α′)TQα′ + qTα′ +定数

s.t. (y′)Tα′ = s,
0 ≤ α′ ≤ Ce.

Q ∈ R2×2, q ∈ R2, y′ ∈ R2, s ∈ Rは定数
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SMO

2変数の 2次計画問題の最適解は解析的に求めることが可能。

(y′)Tα′ = sより、「αj := −yiyjαi +定数」を目的関数と不等式制約に代入。
q2, q1, l, h ∈ Rを定数とする 1変数の凸 2次関数最小化になる。

min
αi

1

2
q2α

2
i + q1αi +定数

s.t. l ≤ αi ≤ h.

q2 ̸= 0のとき、最適解は次のようになる。

α∗
i :=


−q1
q2

(l ≤ −q1
q2

≤ h)

l (−q1
q2

< l)

h (h < −q1
q2

)

SMOは２変数のみの最適化を繰り返して最適解を求める方法
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2変数の選び方 (1)

最適性条件
αT (e− s− Y (X̃w + eb)) = 0,

α ≥ 0, e− s− Y (X̃w + eb) ≤ 0,

βTs = 0, β ≥ 0, s ≥ 0,

α+ β = Ce,

w = X̃
T
Y α,

yTα = 0.

上の 4行を要素ごとに書くと、d ∈ [D]に対し
αd(1− sd − yd(ϕ(xd)

Tw + b)) = 0,

αd ≥ 0, 1− sd − yd(ϕ(xd)
Tw + b) ≤ 0,

βdsd = 0,

βd ≥ 0, sd ≥ 0,

αd + βd = C.
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2変数の選び方 (2)

td := yd − ϕ(xd)
Tw = yd −

∑
i∈[D]

yiαiKer(xi,xd) とする。

このとき、ydtd = 1− ydϕ(xd)
Tw となる。

d ∈ [D]において、
αd = 0のとき、 βd ̸= 0より sd = 0なので ydtb ≤ ydb
· yd = +1ならば tb ≤ b
· yd = −1ならば b ≤ tb

αd = C のとき、 1− yd(ϕ(xd)
Tw + b) = sd ≥ 0より ydtb ≥ ydb

· yd = +1ならば b ≤ tb
· yd = −1ならば tb ≤ b

0 < αd < C のとき、 ydtb = ydb
· tb ≤ b ≤ tb

bの範囲 ld ≤ b ≤ hd が得られる ld ∈ {td,−∞}, hd ∈ {td,∞},
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2変数の選び方 (3)

もし max
d∈[D]

ld ≤ min
d∈[D]

hd ならば、その間の b∗ を選べば最適解。

max
d∈[D]

ld ≤ b∗ ≤ min
d∈[D]

hd

そうでない場合、一番不等式を満たしていない２つを選ぶ。

i := argmax
d∈[D]

ld,

j := argmin
d∈[D]

hd
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回帰の場合
データ {xd, yd}d∈[D] xd ∈ Rn, yd ∈ R

予測器
パラメタは w, b

ŷ = wTx+ b

誤差関数
ϵ感度損失：

L(y, ŷ) := max{|y − ŷ| − ϵ, 0}

y ∈ R：目標, ŷ ∈ R：予測値

正則化項つき学習
min
w,b

∑
d∈[D]

L(yd,w
Tx+ b) +

1

2C
wTw
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ヒンジ損失と ϵ感度損失

ヒンジ損失 ϵ感度損失
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SVR

正則化項つき学習：
min
w,b

∑
d∈[D]

L(yd,w
Tx+ b) +

1

2C
wTw

　ただし、 L(y, ŷ) := max{|y − ŷ| − ϵ, 0}

−L(y, ŷ)− ϵ ≤ ŷ − y ≤ ϵ+ L(y, ŷ) という関係があるため、

最適化問題：
min

w,b,s,t

1

2
wTw + C

∑
d∈[D]

(s+d + s−d )

s.t. yd − ϵ− s−d ≤ xT
d w + b ≤ yd + ϵ+ s+d (d ∈ [D]),

s+d , s
−
d ≥ 0 (d ∈ [D]).

※ s+d , s
−
d を一つにまとめることも可能である
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SVRの行列表現

Soft-SVR 主問題
min

w,b,s1,s2

1

2
wTw + CeT (s1 + s2)

s.t. y − ϵe− s2 ≤ Xw + eb ≤ y + ϵe+ s1,
s1, s2 ≥ 0.

C はペナルティの重みを意味する定数

Soft-SVR 双対問題

max
α1,α2

−1

2
(α1 −α2)

TXXT (α1 −α2)− ϵeT (α1 +α2)− yT (α1 −α2)

s.t. eT (α1 −α2) = 0,
0 ≤ α1 ≤ Ce, 0 ≤ α2 ≤ Ce.
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双対問題の導出１
ラグランジュ関数： L(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2)

=
1

2
wTw + CeT (s1 + s2) +αT

1 (Xw + eb− y − ϵe− s1)

+αT
2 (y − ϵe− s2 −Xw − eb)− βT

1 s1 − βT
2 s2

ラグランジュ双対問題： max
α1,α2,β1,β2≥0

min
w,b,s1,s2

L(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2)

内側の最小化問題は制約なしの凸最適化問題である。
∇wL(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2) = w +XTα1 −XTα2 = 0

∇bL(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2) = eTα1 − eTα2 = 0

∇s1L(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2) = Ce−α1 − β1 = 0

∇s2L(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2) = Ce−α2 − β2 = 0

より、次の関係が得られる。
w = −XT (α1 −α2), eT (α1 −α2) = 0

α1 + β1 = Ce, α2 + β2 = Ce
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双対問題の導出２
これを、ラグランジュ関数に代入すると、

L(w, b, s1, s2,α1,α2,β1,β2)

= −1

2
(α1 −α2)

TXXT (α1 −α2)− ϵeT (α1 +α2)− yT (α1 −α2)

である。よって、双対問題は次のようになる。

max −1

2
(α1 −α2)

TXXT (α1 −α2)− ϵeT (α1 +α2)− yT (α1 −α2)

s.t. eT (α1 −α2) = 0,
α1 + β1 = Ce,
α2 + β2 = Ce,
α1,α2,β1,β2 ≥ 0,

α1 + β1 = Ce, α1,β1 ≥ 0 → 0 ≤ α1 ≤ Ce
α2 + β2 = Ce, α2,β2 ≥ 0 → 0 ≤ α2 ≤ Ce

と書き換えることができる
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カーネルの導入

Soft-SVR 双対問題

max
α1,α2

−1

2
(α1 −α2)

TXXT (α1 −α2)− ϵeT (α1 +α2)− yT (α1 −α2)

s.t. eT (α1 −α2) = 0,
0 ≤ α1 ≤ Ce, 0 ≤ α2 ≤ Ce.

SMVと同様にカーネル化が可能

Soft-SVR 双対問題（カーネル付き）

max
α1,α2

−1

2
(α1 −α2)

TK(α1 −α2)− ϵeT (α1 +α2)− yT (α1 −α2)

s.t. eT (α1 −α2) = 0,
0 ≤ α1 ≤ Ce, 0 ≤ α2 ≤ Ce.

カーネル行列Kij := Ker(xi,xj)
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SVRの例
丸印はサポートベクター

Figure: Machine Learning A Bayesian and Optimization Perspective, Fig. 11.12
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