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概要

アフィンスケーリング法は，1967年に Dikin[1]が提案した，最も単純な内点法で

ある．標準形の線形計画問題の実行可能な内点列を生成する主アフィンスケーリン

グ法，その双対問題の実行可能な内点列を生成する双対アフィンスケーリング法，主

問題と双対問題の内点を同時に生成する主双対アフィンスケーリング法がある．こ

こでは，主アフィンスケーリング法を詳しく説明する．そして，主問題と双対問題の

基底解が非退化であるという仮定のもとで，生成される点列が最適基底解に収束す

ることを示す．また，双対アフィンスケーリング法についても，簡単に説明する．
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1 主アフィンスケーリング法

アフィンスケーリング法は，線形計画問題を解く方法として，1967年に Dikin[1]によ

り提案された．しかし，この解法が世に広まったのは，1984 年に Karmarkar が多項式

オーダの内点法を提案し，多くの研究者が内点法に興味を持つようになってからである．

アフィンスケーリング法は，内点を更新するときに，境界に近い内点であっても，アフィ
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ン変換によりその内点を中心部に移してから探索方向を求めることにより，効率よく最適

解を目指そうという方法である．

1.1 内点の更新

n個の変数を持ち，m個の等式制約を持つ標準形の線形計画問題

最小化 cT x
制約条件 Ax = b

x ≥ 0
(1)

を解くアフィンスケーリング法を解説する．上の問題を主問題とすれば，その双対問題は

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

(2)

となる．

点 x ∈ Rn は，x > 0をみたすならば，内点と呼ばれ，さらにAx = bをみたすならば

主問題 (1)の実行可能内点と呼ばれる．同様に，点 (y, z) ∈ Rm ×Rn は，z > 0をみた

すならば，内点と呼ばれ，さらに AT y + z = cをみたすならば双対問題 (2)の実行可能

内点と呼ばれる．

主アフィンスケーリング法では五つの仮定をするが，はじめの二つは，主アフィンス

ケーリング法を実行するために必要な仮定であり，あとの三つは，主アフィンスケーリン

グ法で生成される点列が最適解に収束することを示すために必要である．まずはじめに，

線形計画問題の基本的な仮定をおく．

仮定 1.1 行列Aのランクがmである．

次に，主アフィンスケーリング法では，開始するための初期の内点が必要なので，次の仮

定を置く．

仮定 1.2 主問題の初期の実行可能内点 x0 が既知である．

主アフィンスケーリング法では，この内点 x0 を初期点として，１つの内点から次の内点

を計算することを繰り返すことにより，実行可能内点の列 {xk|k ∈ N}を生成する．ここ
で，N は自然数全体の集合をあらわす．今，k 番目の内点 xk がすでに求められていると

して，次の内点 xk+1 の計算方法を示す．
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主アフィンスケーリングでは，点 xk において探索方向 ∆xを求め，あるステップサイ

ズ αを定めて，次の点を
xk+1 = xk + α∆x

と計算する．この右辺の式を線形計画問題 (1)の xに代入すると，問題

最小化 cT xk + αcT ∆x
制約条件 Axk + αA∆x = b

xk + α∆x ≥ 0
(3)

が得られる．ここで，目的関数に定数項 cT xk は不要である．また，xk が実行可能

解なので，Axk = b より，上の等式は αA∆x = 0 と変形できる．ベクトル xk =

(xk
1 , xk

2 . · · · , xk
n)T の各要素を対角要素とする対角行列を

Xk = diag(xk) =

　 xk
1 0 · · · 0

...
0 0 · · · xk

n

　


と記し，すべての要素が 1であるベクトル (1, 1, · · · , 1)T を eと記せば，xk = Xkeとな

る．上の問題 (3)を解きたいのであるが，ステップサイズ α は探索方向 ∆x に依存して

決められるので，ここでは α = 1として探索方向を求めることにする．以上のことから，

上の問題 (3)は
最小化 cT ∆x
制約条件 A∆x = 0

−X−1
k ∆x ≤ e

と同値である．この問題は簡単に解けないので，不等式条件 −X−1
k ∆x ≤ e をその十分

条件である ‖X−1
k ∆x‖ ≤ 1に取り換えて，次の問題

最小化 cT ∆x
制約条件 A∆x = 0

‖X−1
k ∆x‖ ≤ 1

(4)

を考える．この問題は，変数ベクトルX−1
k ∆xを新しい変数ベクトルに置き換えれば，線

形制約をみたす部分空間上で，線形関数を最小化する単位ベクトルを求める問題となる．

したがって，その目的関数の係数ベクトルを等式制約を満たす部分空間上に射影すること

により，最適解を求めることができる．ここでは，下の定理 1.4で結果を示し，実際に最

適解となっていることを示し，その後に 1.2節で求め方を説明する．定理 1.4の前に，解

の計算に必要な逆行列が存在することを次の補題で示す．
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補題 1.3 仮定 1.1がみたされ，X が正則な対角行列ならば，m × m行列AX2AT は正

則である．

証明 行列 AX2AT が正則ではないならば，ある y 6= 0が存在し，AX2AT y = 0とな

る．この両辺にベクトル yT をかけると，yT AX2AT y = ‖XAT y‖2 = 0となる．これ

は，仮定 1.1に矛盾する．

定理 1.4 問題 (4)の最適解は，yk = (AX2
kAT )−1AX2

kc，zk = c − AT yk に対して，

zk 6= 0ならば

∆x∗ = − X2
kzk

‖Xkzk‖

となる．このとき，cT ∆x∗ = −‖Xkzk‖ < 0が成立する．また，zk = 0ならば，xk は

主問題 (1)の最適解であり，逆に xk が主問題 (1)の最適解ならば，zk = 0である．

証明 補題 1.3より，行列AX2
kAT が正則であるので，yk，zk は計算可能である．また，

zk 6= 0と仮定すると，∆x∗ も計算できる．∆x∗ が問題 (4)の制約条件をみたすことは，

‖Xkzk‖A∆x∗ = −AX2
kzk

= −AX2
k(c − AT (AX2

kAT )−1AX2
kc)

= −AX2
kc + AX2

kAT (AX2
kAT )−1AX2

kc

= 0

‖X−1
k ∆x∗‖ = 1

より導かれる．このとき，

cT ∆x∗ = (cT − (yk)T A)∆x∗

= −(zk)T X2
kzk

‖Xkzk‖
= −‖Xkzk‖

となる．一方，問題 (4)の任意の実行可能解 ∆xに対して，

cT ∆x = (cT − (yk)T A)∆x

= −(zk)T ∆x

= −(Xkzk)T X−1
k ∆x

≥ −‖Xkzk‖‖X−1
k ∆x||

≥ −‖Xkzk‖　
= cT ∆x∗
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となる．したがって，∆x∗ は，問題 (4)の最適解である．また，zk 6= 0と仮定している

ので，cT ∆x∗ < 0となり，目的関数値が減少できるので xk は最適解ではない．その対

偶から，もし xk が最適解ならば，zk = 0である．

つぎに，zk = 0 であると仮定する．このとき，AT yk = c が成立する．したがって，

A∆x = 0 をみたす任意の ∆x に対して，cT ∆x = (yk)T A∆x = 0 が得られる．つま

り，２つの実行可能解 xと x′ についてA(x − x′) = 0なので，cT (x − x′) = 0となる．

任意の実行可能解で目的関数値が等しくなるので，すべての実行可能解が最適解であり，

xk も最適解である．

この定理で得られる解，すなわち問題 (4)の最適解∆x∗ を点 xk における問題 (1)のア

フィンスケーリング方向と呼ぶ．

アルゴリズム 1.5 主アフィンスケーリング法は，次のステップから成る．

ステップ 0 主問題 (1)の初期内点を x0 とし，k = 0，α ∈ (0, 1)とする．

ステップ 1 点 xk において，定理 1.4で定義されている yk，zk を計算し，zk = 0なら

ば終了する．さもなければ ∆x∗ を計算する．

ステップ 2 次の点を xk+1 = xk + α∆x∗ とし，反復回数 k を 1増加し，ステップ 1へ

戻る．

実際の計算では，十分小さい ε > 0を用意して，‖∆x∗‖ ≤ εが成立した時点で，アルゴ

リズムを終了し，xk を近似解とする．次節で無限に点列を生成した場合の収束について

議論するので，ここでは，そのような終了条件を設定していない．また，ステップサイズ

αは，1以上にとることも可能である．xk が内点のとき，ステップサイズ αを，xk+1 ≥ 0

をみたす最大の値
ᾱ = max{α|xk + α∆x∗ ≥ 0} (5)

に対して，定数 λ ∈ (0, 1)を使って，α = λᾱとすることができる．この場合にロングス

テップアフィンスケーリング法という．

次の補題は，基本的な結果を示している．

補題 1.6 主アフィンスケーリング法で生成した点列を {xk|k ∈ N}と {(yk, zk)|k ∈ N}
とすれば，次のことが成り立つ．

(1 − α)xk
i ≤ xk+1

i ≤ (1 + α)xk
i , i = 1, 2, · · · , n

Axk = b, xk > 0

AT yk + zk = c
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cT xk − cT xk+1 = α‖Xkzk‖

また，ロングステップアフィンスケーリング法の場合には, 一番上の不等式以外が成立し，

一番上の不等式の代わりに，次の不等式

(1 − λ)xk
i ≤ xk+1

i , i = 1, 2, · · · , n (6)

が成り立つ．

証明 最初の 2n個の不等式は，‖X−1
k ∆x∗‖ ≤ 1と xk+1 = xk +α∆x∗ より得られる．任

意の iについて，xk
i > 0ならば xk+1

i > 0なので，数学的帰納法により，すべての xk > 0

となる．二つの等式 Axk = bとAT yk + zk = cは，xk と zk の定義より明らかに成り

立つ．最後の等式は，定理 1.4に述べられている cT ∆x∗ = −‖Xkzk‖を使うと

cT xk − cT xk+1 = −αcT ∆x∗ = α‖Xkzk‖

より得られる．

ロングステップアフィンスケーリング法の場合には，式 (5)より

xk
i + ᾱ∆x∗

i ≥ 0

であるので，
　 xk+1

i = xk
i + λᾱ∆x∗

i ≥ (1 − λ)xk
i

が成立する．

1.2 アフィンスケーリング方向の求め方

問題 (4) の最適解であるアフィンスケーリング方向は，定理 1.4 で与えられている．

ここでは，問題 (4) を直接解くことによりその最適解を求める．問題 (4) において，

x̃ = X−1
k ∆x，あるいは ∆x = Xkx̃として，変数ベクトル ∆xを x̃に置き換えると

最小化 cT Xkx̃　
制約条件 AXkx̃ = 0

‖x̃‖ ≤ 1

が得られる．ここで，c̃ = Xkc，Ã = AXk とすれば，

最小化 c̃T x̃　
制約条件 Ãx̃ = 0

‖x̃‖ ≤ 1
(7)
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となる．この問題は，部分空間 T = {u|Ãu = 0}上で，線形関数 c̃T x̃を最小化する単位

ベクトルを求める問題である．その解 x̃∗ は，係数ベクトル c̃を部分空間 T に射影したベ

クトル u を長さ 1にして逆符号にすれば求められる．したがって，単位行列を E とすれ

ば，部分空間 T への射影行列が

P T = E − Ã
T
(ÃÃ

T
)−1Ã

であるので，

u = (E − Ã
T
(ÃÃ

T
)−1Ã)c̃

= Xk(c − AT (AX2
kAT )−1AX2

kc)

となる．ゆえに，u 6= 0ならば，x̃∗ = −u/‖u‖であり，

∆x∗ = Xkx̃∗

= − X2
k(c − AT (AX2

kAT )−1AX2
kc)

‖Xk(c − AT (AX2
kAT )−1AX2

kc)‖
となり，定理 1.4と同じ結果が得られる．

補足説明 1.7 部分空間への射影行列について説明する．Aをm× n行列とし，そのラン

クがmであるとする．Aの各行ベクトルと直交するベクトルからなるRn の部分空間は，

T = {x | Ax = 0}

とあらわすことができる．その直交補空間は，行列 A の行ベクトルの張る部分空間で

あり
T⊥ = {x | x = AT y, y ∈ Rm}

とあらわすことができる．任意のベクトル w は，T への直交射影 uと T⊥ への直交射影

v の和としてあらわすことができるので

w = u + v, Au = 0, v = AT y

となる．これより，

Au = A(w − AT y) = Aw − AAT y = 0

が得られる．したがって，y = (AAT )−1Aw，v = AT (AAT )−1Aw，u = (I −
AT (AAT )−1A)w となる．このとき，w を uに変換する行列

P T = E − AT (AAT )−1A

を部分空間 T への射影行列という．また，P T⊥ = AT (AAT )−1Aを部分空間 T⊥ への

射影行列という．
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1.3 主アフィンスケーリング法による内点の更新例

標準形の線形計画問題の例を

最小化 −x1 − x2

制約条件 2x1 + x2 + x3 = 4
x1 + 3x2 + x4 = 5
(x1, x2, x3, x4)T ≥ 0

(8)

とする．この問題の内点解 x0 = (1, 1, 1, 1)T が求められているとして，α = 1/2のとき

に，アフィンスケーリング法による次の点を計算する．X0 = diag(x0)が 4 × 4の単位行

列となるので，ベクトル y = (y1, y2)T は，一次方程式系

(
2 1 1 0
1 3 0 1

)
X2

0


2 1
1 3
1 0
0 1

(
y1

y2

)
=

(
2 1 1 0
1 3 0 1

)
X2

0


−1
−1
0
0


の解であるから，y = (−13/41,−9/41)T となる．これより

z1

z2

z3

z4

 =


−1
−1
0
0

 −


2 1
1 3
1 0
0 1

 (
− 13

41
− 9

41

)
=

1
41


−6
−1
13
9


となり 

∆x1

∆x2

∆x3

∆x4

 = − X2
0z

‖X0z‖
= − 1√

287


−6
−1
13
9


となる．したがって，次の点は

x1

x2

x3

x4

 =


1
1
1
1

 − 1
2

1√
287


−6
−1
13
9


である．

注意 1.8 ベクトル yk = (AX2
kAT )−1AX2

kcは，逆行列 (AX2
kAT )−1 を求めて計算す

るのではなく，上の例でみたように一次方程式系 (AX2
kAT )yk = AX2

kc を解くことに

より計算する．問題が大きくなると，逆行列の計算は，一次方程式系の解の計算に比べ，

かなり多くの計算量を必要とする．



学習・研究用テキスト 内点法 (2A) アフィンスケーリング法 9

1.4 生成される点列の収束

この節では，主アフィンスケーリング法で生成される点列が最適解に収束することを示

す．そのために，次の 3つの仮定を (1.1節の仮定に加えて)置く．

仮定 1.9 主問題 (1)に最適解が存在し，最適解の集合が有界である．

仮定 1.10 任意の主実行可能基底解は非退化 (基底変数の値がすべて正)である．このと

き，すべての主実行可能基底解における基底変数の最小値が存在するので，それを δ > 0

とする．

仮定 1.11 任意の主実行可能基底解に対応する双対基底解は非退化 (非基底変数に対応す

る zi の値がすべて正)である．

注意 1.12 　仮定 1.11が満たされているとき，主問題の最適解が存在するならば唯一つ

であるので，最適解集合が有界であるといえるが，そのことを明確にするために，仮定

1.9でも有界性を述べている．また，仮定 1.11が満たされていれば，内点が最適解となる

ことはないので，主アフィンスケーリング方向は，常に計算でき，0とはならない．

これらの仮定うち，非退化の仮定がなくとも，ステップサイズに条件を付ければ，主ア

フィンスケーリング法により最適解が得られることが知られている．その場合の証明はか

なり複雑になるので，ここでは，簡単のため上記の仮定を置く．

まず，これらの仮定のもとで得られる重要な結果を 2つの補題で述べる．これらの補題

の結果は，主アフィンスケーリング法とは独立に得られる．

補題 1.13 仮定 1.9のもとで，任意の σ に対して，目的関数値が σ 以下である実行可能

領域
F (σ) = {x | cT x ≤ σ, Ax = b, x ≥ 0}

は有界閉集合である．

証明 F (σ)は明らかに閉集合である．F (σ)が空集合であるならば有界なので，x′ ∈ F (σ)

が存在するとする．集合 F (σ)が有界でないと仮定し，矛盾を導くことで，有界であるこ

とを証明する．
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F (σ) が有界でない多面体なので，ある方向 ∆x 6= 0 が存在し，任意の α ≥ 0 に対し

て，x′ + α∆x ∈ F (σ)，つまり

cT (x′ + α∆x) ≤ σ, A(x′ + α∆x) = b, x′ + α∆x ≥ 0

となる．α ≥ 0が任意であるから，

cT ∆x ≤ 0, A∆x = 0, ∆x ≥ 0

が得られる．したがって，任意の最適解 x∗ と α ≥ 0に対して，x∗ + α∆xも最適解とな

るので，仮定 1.9に矛盾する．

補題 1.14 行列 Aの第 i (i ∈ Nn)列を ai とする．仮定 1.10が満たされているとする．

主問題の任意の実行可能解 x′ の正の要素数は m以上である．x′ の正の要素の添え字集

合を I ′ = {i | x′
i > 0}とするとき，要素数が mの部分集合 Ī ⊂ I ′ が存在し，ベクトル

ai (i ∈ Ī)が（一次独立な）基底ベクトルとなり，対応する基底解 x̄が実行可能基底解と

なる．

証明 ベクトル x′ = (x′
1, x

′
2, · · · , x′

n)T の要素のうち，k 個の要素が正であり，その他が 0

であるとする．議論の簡単のため，はじめの k 個の要素 x′
i (i ∈ I ′ = {1, 2, · · · , k})が正

であり，x′
i = 0 (i = k + 1, k + 2, · · · , n)とする．

ベクトル ai (i ∈ I ′)が一次従属ならば，正の要素の添え字集合が I ′ の真部分集合とな

る実行可能解 x′′ が存在することを示す．実際，ai (i ∈ I ′)が一次従属なので，すべてが

0でない∆x′
i (i ∈ I ′)が存在し，

k∑
i=1

∆x′
iai = 0

となる．∆x′
i = 0 (i = k + 1, k + 2, · · · , n) として，n 次のベクトル ∆x′ =

(∆x′
1, · · · , ∆x′

n)T を定義する．このとき，ある α′ が存在して，x′′ = x′ + α′∆x′ が実行

可能でかつある要素 x′
i + α′∆x′

i (i ∈ I ′)が 0となる．

上の操作を繰り返すことにより，正の要素の添え字集合が I ′ の部分集合 Ī であり，ベ

クトル ai (i ∈ Ī)が一次独立であるような実行可能解 x̄が存在する．また，この操作を

しなくとも，はじめからベクトル ai (i ∈ I ′)が一次独立ならば，Ī = I ′ かつ x̄ = x′ であ

るとする．

x̄のすべての正の要素に対応するベクトル ai (i ∈ Ī)が一次独立であるので (|Ī| < m

ならば適当なベクトル ai を加え，基底ベクトルを生成することにより)，x̄は実行可能基



学習・研究用テキスト 内点法 (2A) アフィンスケーリング法 11

底解である．仮定 1.10より，x̄の正の要素の数は mであり，集合 Ī の要素数も mであ

る．

さて，準備が整ったので，次の定理を証明する．

定理 1.15 主問題 (4) が５つの仮定 1.1，1.2，1.9，1.10，1.11 をみたすならば，アル

ゴリズム 1.5 により生成される点列 {xk|k ∈ N} は主問題の最適解に収束し，点列
{(yk, zk)|k ∈ N}は双対問題の最適解に収束する．ここで，N は自然数全体の集合をあ
らわす．

証明 Nn = {1, 2, · · · , n}とする．次の順で定理を証明する．

1. 目的関数値が単調に減少する，すなわち，任意の k ∈ N に対して，cT xk > cT xk+1

となる．

2. xk と zk の各要素 i ∈ Nn の積の数列 {xk
i zk

i |k ∈ N}は 0に収束する．

3. 点列 {xk|k ∈ N}が有界であり，集積点が存在する．任意の集積点 x′ は実行可能

解であり，ある部分点列 {xk|k ∈ J}が存在し，x′ に収束する．

4. 点 x′ の正である要素の添え字集合を I ′ とするとき，要素数が mである部分集合

Ī ⊂ I ′ が存在し，xi (i ∈ Ī)を基底変数とする実行可能基底解 x̄が存在する．

5. 主問題の基底解 x̄ に対応する双対問題の基底解を (ȳ, z̄) とすれば，部分点列

{(yk, zk)|k ∈ J}が点 (ȳ, z̄)に収束する．

6. I ′ = Ī (x′ = x̄)であり，部分点列 {xk|k ∈ J}が実行可能基底解 x̄に収束する．

7. 点列 {xk|k ∈ N}が実行可能基底解 x̄に収束する．

8. 点列 {(yk, zk)|k ∈ N}が基底解 (ȳ, z̄)に収束する．

9. 点 (ȳ, z̄)は，双対問題の実行可能基底解である．

10. x̄と (ȳ, z̄)は，それぞれの問題の最適解である．

１番目の結果は，補題 1.6より,すぐに得られる．これより，数列 {cT xk|k ∈ N}は，単
調減少し，下界が存在するので，ある値 w∗ に収束する．したがって，目的関数値の差は

0に収束し，
cT xk − cT xk+1 = −αcT ∆x∗ = α‖Xkzk‖

であるから，数列 {‖Xkzk‖|k ∈ N}が 0に収束する．これより，ベクトル Xkzk の各要

素からなる数列 {xk
i zk

i |k ∈ N} (i ∈ Nn)も 0に収束する．

生成される点列 {xk|k ∈ N}は，不等式 cT xk ≤ cT x0 をみたすので，補題 1.13より，

有界閉集合上の点列である．したがって，点列 {xk|k ∈ N}に集積点が存在する．任意の
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集積点 x′ に対して，ある部分列 {xk|k ∈ J}が存在し，x′ に収束する．各 xk が実行可

能解なので，その集積点 x′ も主問題の実行可能解である．

ベクトル x′ の要素が正となる添え字の集合を I ′ = {i|x′
i > 0}とする．補題 1.14より，

要素数がmの部分集合 Ī ⊂ I ′ が存在し，ai (i ∈ Ī)を基底ベクトル，すなわち xi (i ∈ Ī)

を基底変数とする実行可能基底解 x̄が存在する．

任意の i ∈ Ī ⊂ I ′ に対して，数列 {xk
i |k ∈ J}が正の値 x′

i に収束し，xk
i zk

i → 0である

ので，数列 {zk
i |k ∈ J}は 0に収束する．zk

i = ci − aT
i yk なので，

∀i ∈ Ī , aT
i yk → ci as k → ∞ (k ∈ J)

となる．ここで，ai (i ∈ Ī)が基底ベクトルなので，方程式系

aT
i ȳ = ci, i ∈ Ī

あるいは ai (i ∈ Ī)を並べた基底行列AĪ を使って表現した

AT
Ī ȳ = cĪ

は唯一の解 ȳ = (AT
Ī )−1cĪ を持つ．部分点列 {yk|k ∈ J}はこの ȳ に収束し，部分点列

{zk|k ∈ J}は z̄ = c−AT ȳ に収束する．この (ȳ, z̄)は，ai (i ∈ Ī)を基底ベクトルとす

る双対問題の基底解となっている．

(ȳ, z̄)が双対問題の基底解であるので，仮定 1.11より，任意の z̄i (i /∈ Ī)は 0ではな

い．数列 {zk
i |k ∈ J}が z̄i 6= 0に収束し，xk

i zk
i → 0であるので，数列 {xk

i |k ∈ J}は 0

に収束する．したがって，x′
i = 0 (i /∈ Ī)である．これより，ベクトル x′ の正の要素数が

高々mであり，x′ = x̄となる．以上のことから，部分点列 {xk|k ∈ J}の集積点 x′ は主

問題の実行可能基底解 x̄である．同じ議論から，点列 {xk|k ∈ N}の任意の集積点が主
問題の実行可能基底解となる．

ここで，点列 {xk|k ∈ N} に集積点が二つ以上あると仮定し，矛盾を導く．仮定 1.10

で定めた δ > 0に対して，ε = δ/4とする．点列 {xk|k ∈ N}の任意の集積点が基底解で
あるので，すべての集積点の半径 εの球体は互いに交わらず，それらの和集合に含まれな

い点 xk の数は有限である．(もし無限ならば，そのような点の集積点が存在することに

なり，矛盾する．）したがって，あるK が存在し，任意の k ≥ K に対して，xk はいずれ

かの集積点から距離が ε以下の球体に含まれる．集積点が二つ以上あるので，ある kに対

して，xk と xk+1 は異なる集積点から半径 εの球体に属する，すなわち，異なる集積点

x̄，x̂が存在し，‖xk − x̄‖ ≤ εかつ ‖xk+1 − x̂‖ ≤ εとなる．基底解 x̂の基底変数 xi が

存在し，それは基底解 x̄の非基底変数である．したがって，x̂i ≥ δ かつ x̄i = 0であり，
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xk+1
i ≥ δ − εかつ xk

i ≤ εである．また，補題 1.6より，xk+1
i ≤ (1 + α)xk

i であるので

δ − ε ≤ xk+1
i ≤ (1 + α)xk

i ≤ 2ε (9)

となるが，ε = δ/4に矛盾する．

したがって，点列 {xk|k ∈ N}は，1つの実行可能基底解 x̄に収束する．このとき，上

の議論で得た，点列 {yk|k ∈ J}は ȳに収束し，点列 {zk|k ∈ J}は z̄ = c−AT ȳに収束

するという結果は，全点列で成り立つので，点列 {(yk, zk)|k ∈ N}は，双対基底解 (ȳ, z̄)

に収束する．

もし，双対基底解 (ȳ, z̄) が実行可能解でないならば，ある i /∈ Ī に対して，z̄i < 0 と

なる．したがって，ある K が存在し，任意の k ≥ K に対して，zk
i < 0となる．このと

き，点列 xk の更新式より，任意の k ≥ K に対して，xk+1
i > xk

i となるが，これは数列

{xk
i |k ∈ N}が x̄i = 0に収束することに矛盾する．したがって，(ȳ, z̄)が双対実行可能基

底解となり，相補条件を満たすので，x̄と (ȳ, z̄)はそれぞれ最適解となる．

アルゴリズム 1.5によって生成される点列の収束を証明したが，λ ∈ (0, 1)としたロン

グステップアフィンスケーリング法についても，最適解への収束が証明されている．ま

た，土谷，村松 [3]は，非退化の仮定が成り立たなくとも，λ ∈ (0, 2/3]としたロングステッ

プアフィンスケーリング法で生成される点列が最適解に収束することを証明している．

定理 1.15では，α ∈ (0, 1)としたが，αを 1より大きくしても，上界があるならば，定

理の証明を少し変えるだけで，生成される点列の収束を示すことができる．

定理 1.16 主問題 (4) が５つの仮定をみたすならば，アルゴリズム 1.5 において，各ス

テップで内点を生成し，ステップサイズ α に上界が存在するならば，生成される点列

{xk|k ∈ N}は主問題の最適解に収束し，点列 {(yk,zk)|k ∈ N}は双対問題の最適解に
収束する．

証明 証明は，定理 1.15の場合とほとんど同じである．違いは補題 1.6の不等式が使えな

いことである．アルゴリズム 1.5において，ステップサイズ αに上界 κ > 0が存在し，各

反復で α ≤ κかつ xk+1 > 0であるとする．このとき，

xk+1
i ≤ (1 + κ)xk

i

が成立する．したがって，定理 1.15の証明において，ε = δ/(κ + 3)とするとき，証明の

中の不等式 (9)の代わりに

δ − ε ≤ xk+1
i ≤ (1 + κ)xk

i ≤ (1 + κ)ε (10)
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が得られるが，これは ε = δ/(κ + 3)に矛盾する．この部分以外は，定理 1.15と同じよう

にして，証明できる．

2 双対アフィンスケーリング法

この節では，標準形の線形計画問題の双対問題と同じ形をした問題，すなわち制約式が

不等式であらわされた線形計画問題を解くアフィンスケーリング法を解説する．

2.1 内点の更新

標準形の線形計画問題 (1)の双対問題 (2)を再掲すると

最大化 bT y

制約条件 AT y + z = c
z ≥ 0

となる．この問題の実行可能内点 (y, z)とは

AT y + z = c, z > 0

をみたす点である．初期内点 (y0, z0) が与えられたとき，双対アフィンスケーリング法

は，双対問題の内点列 {(yk,zk)|k ∈ N}を生成する．
k 番目の内点 (yk, zk)が得られているとして，次の内点 (yk+1, zk+1)の求め方を説明

する．探索方向を (∆yk, ∆zk)，ステップサイズを αとして，

(yk+1, zk+1) = (yk, zk) + α(∆yk, ∆zk)

と計算する．この右辺の関係式を双対問題の (y,z)に代入すると

最大化 bT yk + αbT ∆yk

制約条件 (AT yk + zk) + α(AT ∆yk + ∆zk) = c
zk + α∆zk ≥ 0

となる．主問題の場合と同様に，この問題を解くためには，α = 1として

最大化 bT ∆yk

制約条件 AT ∆yk + ∆zk = 0
−Z−1

k ∆zk ≤ e
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が解ければよい．ここで，Zk = diag(zk)であり，e = (1, 1, · · · , 1)T である．この問題

の最後の不等式を，その十分条件 ‖Z−1
k ∆zk‖ ≤ 1で置き換えることにより，

最大化 bT ∆yk

制約条件 AT ∆yk + ∆zk = 0
‖Z−1

k ∆zk‖ ≤ 1

が得られる．この問題の最適解は，

∆ȳ = (AZ−2
k AT )−1b, ∆z̄ = −AT ∆ȳ

に対して，∆z̄ 6= 0ならば

(∆yk, ∆zk) =
1

‖Z−1
k ∆z̄‖

(∆ȳ,∆z̄)

となる．(各自確かめよ) もし，∆z̄ = 0ならば，(yk,zk)は双対問題の最適解である．(各

自確かめよ) さもなければ，ステップサイズを α ∈ (0, 1)として，次の点 (yk+1, zk+1)を

計算する．また，
xk+1 = Z−2

k AT ∆ȳ

とすれば，実行可能とは限らないが，等式制約 Axk+1 = b をみたす主問題の解候補を

計算できる．以上の計算を繰り返す双対アフィンスケーリング法は，次のように記述で

きる．

アルゴリズム 2.1 双対アフィンスケーリング法は，次のステップから成る．

ステップ 0 双対問題 (2)の初期内点を (y0,z0)とし，k = 0，α ∈ (0, 1)とする．

ステップ 1 点 (yk, zk)において，上で定義されている (∆ȳ, ∆z̄)を計算し，∆z̄ = 0な

らば終了する．さもなければ (∆yk，∆zk) を計算する．主問題の解の候補である

xk+1 も計算する．

ステップ 2 次の点を (yk+1, zk+1) = (yk, zk) + α(∆yk, ∆zk)とし，反復回数 kを 1増

加し，ステップ 1へ戻る．

補題 2.2 双対アフィンスケーリング法で生成される点列を {xk|k ∈ N}と {(yk,zk)|k ∈
N}とすれば，次のことが成り立つ．

(1 − α)zk
i ≤ zk+1

i ≤ (1 + α)zk
i , i = 1, 2, · · · , n

Axk = b

AT yk + zk = c, zk > 0

bT yk+1 − bT yk = α‖Z−1
k ∆z̄‖
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証明 証明は，主問題の場合と同様なので，読者への課題とする．

2.2 双対アフィンスケーリング法による点の更新例

1.3節で扱った線形計画問題の例 (8)と同値な問題

最大化 y1 + y2

制約条件 2y1 + y2 ≤ 4
y1 + 3y2 ≤ 5
y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

(11)

にスラック変数を導入すると

最大化 y1 + y2

制約条件 2y1 + y2 + z1 = 4
y1 + 3y2 + z2 = 5
−y1 + z3 = 0
−y2 + z4 = 0
(z1, z2, z3, z4)T ≥ 0

(12)

となる．この問題の内点解 y0 = (1, 1)T , z0 = (1, 1, 1, 1)T が求められているとして，

α = 1/2のときに，双対アフィンスケーリング法による次の点 (y1, y2)T , (z1, z2, z3, z4)T

を計算する．Z0 = diag(z0)は 4 × 4の単位行列となる．また，双対問題 (2)と対応させ

ると

A =
(

2 1 −1 0
1 3 0 −1

)
, b =

(
1
1

)
, c =


4
5
0
0


となる．ベクトル ∆ȳ = (∆ȳ1, ∆ȳ2)T は，一次方程式系

(
2 1 −1 0
1 3 0 −1

)
Z−2

0


2 1
1 3
−1 0
0 −1

 (
∆ȳ1

∆y2

)
=

(
1
1

)

の解であり，∆ȳ = (6/41, 1/41)T となる．これより，

∆z̄ = −


2 1
1 3
−1 0
0 −1

 (
6
41
1
41

)
=

1
41


−13
−9
6
1


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となり，

∆y =
1√
287

(
6
1

)
, ∆z =

1√
287


−13
−9
6
1


となる．したがって，

y1 =
(

1
1

)
+

1
2

1√
287

(
6
1

)
, z1 =


1
1
1
1

 +
1
2

1√
287


−13
−9
6
1


である．1.3節の結果と比べると，1.3節での変数 x1 と x2 が，ここでの y1 と y2 に対応

しているので，この例では更新式が同じになっている．
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